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UVOD

* ogledali si bomo dvojno nihalo -
preprost, a bogat sistem, ki povezuje
fiziko, matematiko in teorijo kaosa.

* je klasicen primer, kako lahko majhne
spremembe vodijo do nepredvidljivih
rezultatov.

* obravnavali bomo njegovo mehaniko,
enacbe, kaos in uporabo




matematicno nihalo

* skicirajte nihalo in oznacite relevantne koliCine
e zapisite Newtonov zakon in izpeljite dinamicno enacbo za kot

F = —mgsinf = ma, .
a = —gsinf, 4/
d’0 , mg S
— —gsinf, “
s = 18, dt?
'i_!:ﬁ: ﬁ du€+£ﬁ‘1‘ﬂﬂ= ().
dt dt’ dt* ¢
d*s d* 6
ﬂ:.-_-ﬁtT =Edtgs 0=—%sin0

https://en.wikipedia.org/wiki/Pendulum_(mechanics)



matematicno nihalo

 skicirajte nihalo in oznacite relevantne koliCine
e zapisite Newtonov zakon in izpeljite dinamicno enacbo za kot

s =108, d*e .
F = —mgsinf# = ma, 80 v — ds  df Edf? = —gsind .
a=—gsinf, B 353 - dézﬂ g + %sinﬂ'= 0. ﬁ“““‘ﬂ--q____'_:l.fr
T Tae mgs‘“e S
“« -
e zapisSite Newtonov zakon za vrtenje in izpeljite d.e.z.k.
dLs d- E
r=rx«F = — L=rxp=mrx(wxr). —mgfsmﬂ—mf'; .
dt : , df dt®
T = —~mglfsinf |L|=m'rm=mf' E X g
J 0 = — Tsin v
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matematicno nihalo

e zapisite energijo nihala med nihanjem

 E =mgh + %mvz = mgl(1 — cosB) + %mlzéz

« 0 = \/ZTg (cos @ — cos B,)

e uposStevajte, da se pri nedusenem nihanju polna energija nihala ne
spreminja, in izpeljite enacbo nihanja

« £E=0= —-mgl0sind =ml?66




Lagrangeov formalizem

* generalizirane koordinate

* fazni prostor
* Lagrangeova funkcijaL =T —V

* nacelo stacionarne akcije
* akcija sistema S[q(®)] = f L(g(t),q(t),t)dt

* je v stacionarni tocCki
d (0L _aL
dt\dg) dq

Euler-Lagrangeova enacba



matematicno nihalo - Lagrangeov formalizem

e generalizirane koordinate 6
* fazni prostorg =0, § = 0

* Lagrangeova funkcijalL =T —V = %mlzéz —mgl + mgl cos 8

e Lagrangeova enacba %(mlzé) = —mglsin 6

0 =—=sin6




resitev enacbe nihanja

| =

 majhni koti 8 = sin 0

0 = —%sin@

- 6 =—-0?%0
* 0 = 0,cos(Qt + 0)

e 8 = —06, sin(Qt + 6)
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tirnica v faznem prostoru



N oo ° /o
vec]i kot
20F
1.5¢

o 0'5 1'0 1'5 2'0 2'5 3'0 th

¢ 9 = \/ZTg(COSH — cos 6,)

1.5_—

. fe dgr — ft dt’ 1.1:15—
B0 2g 0 i
—(cos @1—cos 6,) ost

agr '

fgo 2] o' =t
\/ ] (sm2 20 sin27) -05f

/2 der . 0 .0’ . _1of

- f / ? = Qt, k =sin—,sin— = ksin¢ 5
¢ \/1 k2 sin? ¢ 15}

. F( ) F(¢p, k) = Qt, F(¢, k) je nepopolni elipti¢ni integral prve vrste
« ¢ = am(K (k) — Qt, k), am() je Jacobijeva amplitudna funkcija

 O(t) =2 arcsin(k sin(am(K(k) — ¢, k)))



razvoj sistema v faznem prostoru




pohleven sistem
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dvojno nihalo

* sestavljeno je iz dveh (nitnih — lahko
fizicnih) nihal, eno je pritrjeno v fiksno
osisce O, drugo visi na prvem

* sestavni deli: dve masi (m,, m,), dve
palici (dolzine (,, [,), osisCe in gravitacija

* za razliko od enega nihala njegovo
gibanje ni (le) periodicno
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zgodovinski pregled

(1733) (1742)

D’Alembert
(1743)

A

* 1738 Euler, Bernoulli

* 1788: Lagrangeova mehanika,

* 1890: Poincarejevi vpogledi v kaos, i e

simp;e mo?iu ofevibm- JorN BERNOULLI's notations
' tion for a string loaded for analysis of the motion of &
f by two weights string loaded by two weights

Figure 60.

https://galileo-unbound.blog/tag/double-pendulum/



fizika nihala

* gravitacija poganja gibanje, medtem
ko ga napetost v palicah omejuje

* opiSeta ga dva kota (6., 6,)

* kinetiCna in potencialna energija se
Izmenjujeta med nihanjem
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Lagrangeov formalizem

L

T2

xq1 = l; sin 6,

y1 = —l; cos 6,

X, = x1 +1l,sin0,
V2 = Y1 — l; cos 6,

2

.9.6'1 — 116:1 COS 91
yl —_ l191 Sin 91
X'Z — llél.COS 91"‘ lzéz .COS 92
yz — l191 Sin 01 ~+ l292 Sin 02

: 1 : .
(m1 + mz)l%Hf + _mzlgezz + m2l1l29192 COS(Hl - 82)

+g(m, + m,)l; cos 6; + gm,l, cos 6,



Lagrangeov formalizem

d (9L _dL_ d(oL\_oL d(3L)_ oL
dt\dq) 0q dt\ag,) 06, dt\ag,) 06,

(mqy + my)110; + m,1,0, cos(8; — 05) + m,1,07sin(6; — 8,) + (m; + m,)gsinf; = 0

mzlzéz + mzllél COS(Q]_ - 92) - mzlléf Sin(Ql - 92) + ng Sin 92 — O



Newtonov formalizem

mag,1 = Fp1 = —Fisinty + Fosints

Mag = Fro = —F5sints .
0
A
ma,; = F;1 = —mg + F; costy — Fycosty, )
1
l
may, = Fyo = —mg+ Fycosty
Y

Y2 T
Flzk(f—ﬁ/;r%%—y%): |

Fo=Fk (f — \/(Iz —z1)%2+ (y2 — y1)2> :

T

5111-191——1?
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siny = EE 1
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numericna simulacija

Urintl — Uzln — (_fl._-n Siﬂ 191:;1 —+ fzﬁﬂ- Siﬂ '192!”) At \

Uylina1 = Uyin + (—g — frncosty, — fo, costs,) At

Up2.n+1 — Ur2.n + (_fl_.n sin 19'}3._?1) At :
Uy2 n+1 = Uy2,n T+ (_g T fln- COS 192::1.) At 3

L1nt+l — L1in + 'U:rl._-n—l—lﬁt .



predstavitev gibanja?
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predstavitev gibanja?
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majhne amplitude

015

0.10f

0.o5x ﬂ
AN T T R AT

-0.053—

010"

0.1




lastha nihanja dvojnega nihala
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e Newtonov zakon za utezi:

* Ma,, = —ng +mg xz_xl * harmoni¢ni nastavek za odmika
_ 2

° maxz — _mg Xz xl * ax1,2 = —w x1,2

o — ()2 — —
?C) y_cglcoswt Zg * cos wt + °(—w2+3% x01=%xoz
g Ozl 2L cos wt ; g
2 X02—X01 ° 7x01 — (_w + 7) xOZ

* —W"Xgy COSWt = —g cos wt

* izrazimo Xy, /Xy, , izenadimo: w* — 47 w? + 2% =0



vecje amplitude - kaos

Phase Space Plot: 61 vs. dO1/dt

* kaos = obcutljivost na zaCetne
pogoje + nepredvidljiv
dolgorocCni potek

* tudi s popolnimi enacbami
napovedovanje po kratkem

do1/dt (radians/sec)
(=]

&asu odpove | NS fi N
SN I," , T |'I f | :./'ﬁ"n,. '.'I,.-*;;;I 7
* Lyapunov eksponent meri, kako
nitro se trajektorije razhajajo - !
nozitiven za kaos pm g me ;

01 (radians)

T
10



vizualizacija kaosa

e Zacne se urejeno, nato postane
nepredvidljivo - obracanje,
zanka

* za 0,01 °razlicni zacetni pogoji
se razidejo v sekundah.



difuzija

 thetal = Pi/1.2
* theta2 =Pi/fin{f, 1.1, 1.4, 0.01}




Poincarejevi zemljevidi

E =001

(a)

dé, /dt

=} 0 1 -60-40-20 O 20 40 60
a,



. d—ct’ = F(q, t) lahko razumemo kot tok v faznem prostoru

d
(tokovnica) — tezava z dimenzijo prostora

* Gama je tok, preslikava iz zveznega toka v diskretni prostor
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fraktall

FurtadoG, CC https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Double_pendulum_flip_time_2021.png



uporaba
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SIMULACIJE

* https://www.myphysicslab.com/pendulum/double-pendulum-

e n ° htm l. Double Pendulum

Sim | Graph ‘ ‘ Time Graph | ‘ Multi Graph
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https://www.myphysicslab.com/pendulum/double-pendulum-en.html
https://www.myphysicslab.com/pendulum/double-pendulum-en.html
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